Φάση 2η  - Φάση 3η :    «Το πρόβλημα της Εφαπτομένης»


ΦΥΛΛΟ  ΕΡΓΑΣΙΑΣ 2ο 


ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΑ ΟΜΑΔΑΣ ΜΑΘΗΤΩΝ :  1)   …………………………………………………………
                                                                               2)   ………………………………………………………...
 

[bookmark: _Hlk132096260]Βήμα 2ο :  (με χρήση του αρχείου Εφαπτομένη.ggb)
Ο εκπαιδευτικός την 2η διδακτική ώρα ανακαλεί στην μνήμη των μαθητών την εφαπτομένη ενός κύκλου.
Ρωτά λοιπόν τους μαθητές τι ονομάζουμε εφαπτομένη ενός κύκλου;
Αναμένεται οι μαθητές να απαντήσουν ότι είναι η ευθεία η οποία έχει με τον κύκλο ένα μόνο κοινό σημείο.
Ο εκπαιδευτικός ζητά από τους μαθητές να ανοίξουν το αρχείο Εφαπτομένη.ggb και να τσεκάρουν το κατάλληλο κουτάκι για να εμφανιστεί η εφαπτομένη του κύκλου.
Στη συνέχεια ο εκπαιδευτικός ρωτά τους μαθητές αν αυτός ο ορισμός μπορεί να γενικευτεί για οποιαδήποτε καμπύλη;
[bookmark: _Hlk132099585]Πριν απαντήσουν οι μαθητές, ο εκπαιδευτικός ζητά να τσεκάρουν το κουτάκι με την ψ = x2, τότε οι μαθητές παρατηρούν ότι στο σημείο B θα έχει δύο εφαπτομένες.
Κατόπιν τους ζητά να τσεκάρουν και το κουτάκι με την ψ = x3, τότε οι μαθητές παρατηρούν ότι στο σημείο E δεν έχει εφαπτομένη.
Οι μαθητές καταλαβαίνουν ότι ο ορισμός που δόθηκε στην αρχή για την εφαπτομένη του κύκλου δεν μπορεί να γενικευτεί για οποιαδήποτε καμπύλη.
Επομένως, πρέπει να αναζητήσουμε έναν άλλον ορισμό της εφαπτομένης του κύκλου, ο οποίος να μπορεί να γενικευτεί για όλες τις καμπύλες.

 
Τέλος ο εκπαιδευτικός ζητά να τσεκάρουν το κουτάκι με την γενίκευση της εφαπτομένης του κύκλου.
Οι μαθητές παρατηρούν ότι υπάρχει μία εφαπτομένη στο σημείο Α και ένα σημείο Μ το οποίο μπορεί να κινείται πάνω στον κύκλο.
Ο εκπαιδευτικός τότε ζητά από τους μαθητές με το βελάκι που υπάρχει στο παράθυρο κάτω αριστερά να δώσουν κίνηση στο σημείο Μ και όταν προσεγγίσει το σημείο Α να το σταματήσουν.
Κάνει την εξής ερώτηση: Τι παρατηρείται στο σχήμα; Ποιο συγκεκριμένα ζητά να παρατηρήσουν την γωνία Β, την γωνία Α, το σημείο Μ σε σχέση με το σημείο Α και την τέμνουσα ευθεία σε σχέση με την εφαπτομένη.
Αναμένεται οι μαθητές να παρατηρήσουν και να απαντήσουν:
Η γωνία Β γίνεται σχεδόν μηδέν.
Η γωνία Α γίνεται σχεδόν ορθή.
Το σημείο Μ σχεδόν ταυτίζεται με το σημείο Α
Η τέμνουσα ευθεία σχεδόν ταυτίζεται με την εφαπτομένη.
		
Ο εκπαιδευτικός σε συνεργασία με τους μαθητές γενικεύουν την εφαπτομένη του κύκλου διατυπώνοντας έναν πιο γενικό ορισμό της εφαπτομένης του κύκλου από τον αρχικό.
Άρα ορίζουμε εφαπτομένη του κύκλου σε ένα σημείο Α, την οριακή θέση της τέμνουσας ΑΜ, καθώς το Μ κινούμενο πάνω στον κύκλο τείνει να συμπέσει με το Α.
Την διαπίστωση αυτή θα δούμε, τώρα πως μπορούμε να την αξιοποιήσουμε για να ορίσουμε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης σε ένα σημείο της.

Βήμα 3ο :  (με χρήση του αρχείου Εφαπτομένη Συνάρτησης.ggb)
Ο εκπαιδευτικός ζητά από τους μαθητές να υπολογίσουν την γωνία ΔΑΜ. 

Οι μαθητές ανακαλούν στην μνήμη τους τον τύπο που δίνει την εφαπτομένη οξείας γωνίας σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο και με την βοήθεια του δυναμικού σχήματος του geogebra αντικαθιστούν τα κάθετα μήκη του ορθογωνίου τριγώνου με το λόγο μεταβολής .

Δηλαδή:  .
Ο εκπαιδευτικός ζητά να ανοίξουν το αρχείο Εφαπτομένη Συνάρτησης.ggb και να τσεκάρουν το κατάλληλο κουτάκι για να εμφανιστεί ο υπολογισμός της γωνίας ΔΑΜ του τριγώνου που σχηματίζει το σταθερό σημείο Α της γραφικής παράστασης, το μεταβλητό σημείο Μ που κινείται στην γραφική παράσταση και το σημείο Δ. 
Στη συνέχεια ο εκπαιδευτικός ζητά από τους μαθητές να παρατηρήσουν την γωνία ΔΑΜ και την γωνία της τέμνουσας ευθείας ΑΜ με τον άξονα x’x.
Αναμένεται οι μαθητές να βγάλουν τις γωνίες ίσες (εντός, εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες).
Ο εκπαιδευτικός ζητά να τσεκάρουν το κατάλληλο κουτάκι για να εμφανιστεί ο συντελεστής διεύθυνσης της τέμνουσας.

Δηλαδή: .
Τέλος ο εκπαιδευτικός ζητά να μετακινήσουν οι μαθητές με το αριστερό και δεξιό βελάκι του πληκτρολογίου το σημείο Μ και να παρατηρήσουν:
Τις γωνίες που σχηματίζουν η τέμνουσα και η εφαπτομένη.
Τις ευθείες τέμνουσα και εφαπτομένη.
Αναμένεται οι μαθητές να απαντήσουν ότι οι γωνίες είναι ίσες και οι ευθείες ταυτίζονται.
Τότε ο διδάσκων ζητά να τσεκάρουν το κατάλληλο κουτάκι και να παρατηρήσουν τα παραπάνω συμπεράσματα.

Δηλαδή:   



Ανακεφαλαιώνοντας:  καθώς το σημείο Μ κινούμενο πάνω στην γραφική παράσταση πλησιάζει το σημείο Α, δηλαδή xx0, τότε η ευθεία ΑΜ φαίνεται να παίρνει μία οριακή θέση. Την οριακή θέση της ευθείας ΑΜ θα μπορούσαμε να την ονομάσουμε εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α.

Επειδή η κλίση της τέμνουσας ΑΜ είναι ίση με  είναι λογικό να αναμένουμε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης f στο σημείο A(x0,f(x0)) θα έχει κλίση το 


Τέλος, ο διδάσκων ζητά από τους μαθητές να ανακαλέσουν στην μνήμη τους την εύρεση εξίσωσης ευθείας που διέρχεται από γνωστό σημείο Α και έχει γνωστό συντελεστή διεύθυνσης λ.
Τους θέτει λοιπόν το ερώτημα:
Βρείτε την εξίσωση ευθείας που διέρχεται από το σημείο A(x0,f(x0)) και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ;
Οι μαθητές αναμένεται να γράψουν την εξίσωση:


Έτσι, οι μαθητές με την βοήθεια του εκπαιδευτικού ανακάλυψαν την εξίσωση εφαπτομένης μιας συνάρτησης f σε ένα γνωστό σημείο επαφής Α. 
Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης μας δίνει το έναυσμα στην 3η διδακτική ώρα του σεναρίου να εισάγουμε την παράγωγο συνάρτησης σε έναν αριθμό. 
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